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Bij een probleem betreffende simultane diofantische approximaties -
waar we aan het eind kort op in zullen gaan - bleek de volgende appro-
ximatile&€igenschap van matrices een belangrijke rol te spelen,

Stelling. Laten n,r,s natuurlijke getallen zijn met n=r+s, en zij A
een reé€le, niet-singuliere n xn-matrix., Dan geldt: is & >0 en zijn
N,M voldoend grote positieve getallen met NFMTE = [det A{ , dan bestaat
er een gehele, unimodulaire matrix P, zd dat AP de volgende vorm heeft:

N(IP+D) N(I_+D)X
(1) AP = . )
Y YX+M (IS+E)
waarin Ir’Is de eenheildsmatrices van de orde r, resp. s zijn, de ele-
- -1+
menten van D en E alle van de vorm O (max(N 1+&, w1 )) zijn en X,Y

een zekere r xs-matrix, resp. s xr-matrix zijn.
We kunnen deze stelling op een andere manier uitdrukken als we A
interpreteren als basis van een rooster in de n-dimensionale, eucli-

dische ruimte Rn‘ Laat e(q),...,e(n) de eenheidsvectoren in Rn zijn,

~u een willekeurige gehele vector en a(ﬂ),...,a(n) de kolommen van A,
De punten u vormen een rooster Ao' De punten Au vormen een rooster
A=A A, met determinant d(A) = |det A| . De kolommen van elke matrix

AP, waarbij P geheel en unimodulair is, vormen een basis van A . Dan
zegt de stelling dat een willekeurig rooster A = A AO cen basis

ap=B={p{ 1) .. o™ yeert, zodanig dat geldt:
ot , g

1) de eerste r basisvectoren b(q),,...,b(r'> zijn in de eerste r

coSrdinaten ongeveer gelijk aan Ne(1>,...,Ne(P).

2) modulo de lineaire deelruimte, voort%ebracht door b(q),...,b(r),
zljn de laatste s basisvectoren b(r+1),..ﬂ,b ongeveer gelijk gan
1o (2+1) -1 _(n)
e se.ssM €

In het volgende zullen we de verschillende punten aanstippen, die
blj het bewijs van de stelling aan de orde komen.
1. De gevallen r=1 en s=1. Deze zijn behandeld door Davenport [1 7.
Hij begint zijn artikel over simultane approximaties met cen stelling




te bewljzen, waarin zoveel mogelijk clementen van een voldoend groot
veelvoud van een gegeven matrix worden benaderd door elementen van een
gehele, unimodulaire matrix. Bn wel vindt hig:

Lemma. Zij B = (bij) een willekeurige, re&le r x (r-1)-matrix. Dan be-
staat er, als € > 0 en N voldoende groot is, een gehele r x (r-1)- ma-

tpix P = (p:.), zd dat

1
1°, ’pij—N b

ij
&
ij] < N voor i=1,...,r en j=1,...,r=-"1

0 . .
27, voor k=1,...,r-1 zijn de twee determinanten

Piq » « = Pay Doq « » = Poy
0(1{ = ° ° ° ° ® ° ° 3 ﬁl{ = ° ° ° .
Prq o 0 Prpe pk+1,ﬂ‘ . pk+1,k

onderling ondeelbaar.

Is nu A een gegeven n xn-matrix met det A # O en past men het
lemma toe, met r=n, op de eerste n-1 kolommen van B=A'q, dan komt men
(na aanvulling van 54 tot een volle matrix en na védrvermenigvuldiging
met A) tot de stelling in het geval s=1. Toepassing van het lemma op
de eerste n-1 kolommen van de getransponeerde van A leidt tot de stel-
ling in het geval r=1. We zullen in het volgende steeds onderstellen

dat r en s » 1 zijn,

2. Notaties en toegestane restricties. De inverse van de gezochte matrix

’P noemen we @, De voorkomende n x n-matrices splitsen we steeds in 4 deel-
matrices door zowel de rijen als de kolommen te splitsen in groepen van

ocpvolgend r en s rijen, resp. kolommen. Zo schrijven we

A3 A4 P2 PM Q3 Q4
We zullen in het volgende verschillende rij- en kolomvectoren beschouwen,
met r of met s componenten, in de regel met tussen haakjes geplaatste
indices (benedenindices voor rijen, bovenindices voor kolommen) .
Door A na te vermenigvuldigen met een geschikte gehele, unimodu-
laire matrix kunnen we een willekeurige permutatie van de kolommen van

A teweegbrengen en ook een willekeurige kolom met -1 vermenigvuldigen.

Het is dus geen beperking om te onderstellen dat
(2) det A, # 0, det A>O.

Verder heeft het rechterlid van (1) de vorm



I, 0. N(I_+D) w(t +D)X
< z I 0 (1 +E) | °

waarbij aan Z geen eiscn opgelegd worden.Het is dus voldoende de stel-
ling te bewljzen voor een of andere matrix

Ir 0 A1 A,

7 Is A = ZA1+A3 ZA?+A4 . Dan is het geen beperking van de alge-
meenheid als we aannemen dat
(3) A, = 0.

3

3. Vergelijkingen voor P ,P,,Q),. Stel eens dat AP de vorm (1) heeft,

1

voor zekere P, Dan geldt, wegens (3),

(4) AP+ AP, = N(I +D) AyP, = YO.

Als we (1) voorvermenigvuldigen met( 5 (1 +D) 11 ) en navermenig-
s

vuldigen met Q:P“q, dan vinden we verder de volgende betrekking voor

Q)_[_3

(5) Ay -1 oaD) Y, = w1 )

‘ il r 2 S e

Als we omgekeerd P zd bepaald hebben dat (4) en (5) gelden, met een
zekere Y, dan heeft AP de vorm (1). Natuurlijk moeten we, als we direct

Pq,PQ,Q4 bepalen, er op letten dat P P2 enerzijds en Q4 anderzijds

/]3
kunnen worden aangevuld tot volle matrices die geheel en unimodulair

zijn en elkaars inverse zijn.

4, Keuze van r-1 kolommen van Py en s-1 rijen van Q). We schrijven

det A, =0, det Ay =f , zodat det A = B > 0.

We nemen N groot en definiéren M door NT M
gehele r x (r-1)-matrix %1 z6 dat de voorwaarden 1° en 2° van het lemma
gelden, als (bij):Aﬂ-‘° Verder bepalen we, door het lemma toe te passen

op de getransponeerde van A), een gehele (s-1)x s-matrix 54 zé dat vol-

S - «p . e bepalen nu een

daan 1s aan de volgende eisen:
} Ma, 15" lJ} < M voor i=r+1,...,n-1 en J=r+l,...,n0n.

40. voor k=1,...,5-1 2zijn de determinanten

qr+1,r+1‘ v qr+1,r+k qr+1,r+2‘ t qr+1,r+k+1
/K = ° . ° ° ° ® ° . ° . . s J‘k — @ ° ° ° °
Gy, rei Qpik, rrk Qrgk,pe2 © ° pyl, prkes

onderling ondeelbaar.
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Ve voegen hier zonder bewlgs aan toe dwt men cen matrix ? met
de eigenschap 20. kan vodrvermenigvuldigen mot cen zodanige Duhele

r x r-matrix met determinant 1, dat een matrix v, = (Vij) ontstaat
met )
v. . = 0 voor 1 » v.. =" 1=, 000,05 0=T, 000, 0=1)
:LJ JJ efJ ( J 3 JJ 2 k]
. -~ . . , ~
Evenzo lan men ult Q4 door navermenigvuldigen cen matrix V4 = (Vij)

krijgen, waarvoor

V.. = 0 voor J>»1, v.. =1 (1=r+1,...,0=-1. J=r+l,...,n).

1) ’

5, Decompositie van quppr4. Laten we cens P,I met een willekeurige

gehele bolom aanvullen tot een r x r-matrix Pq. Dan wordt de hicrboven
v

beschouwde matrix Vﬂ ool aangevuld met cen of andere gehelc kolom,

Zag t,l de laatste componecnt daarvan. Dan 1s het duldelijk dat we voor
P,I gen splitsing van do¢ volgende vorm hebben
] — T I

(6) P, = RyT,5,,
waarbij R,i determinant 1 heeft, ‘JI‘,I een diagonaalmatrix 1s met diago-
naalelementen ’1,....,’1,’5,l en Sq zen boven-dariehoeksmatrix 1s met 1-en
in de hoofddiagonaal, Alle matrices zi)n geheel, tq=det qudet P,1 en
Rq hangt niet af van dc¢ Jlaatste kolom van Pq.

Op soortgelijke wijze vinden we een splitsing
(7) ‘)_ = U)_LTUFRLL’

waarbij 04 een beneden~driehoeksmaterix is met 1-cn in de hoofddlago-
naal, TM een diagonaalmatrix met diagonaalclementen 1,.,.,1,t4=det Ty=
= dit Q4 en R) determinant 1 hecft en nict afhangt van de laatste rij
van Q4,
P Lot
P e¢n van O, tot Q. Ve zullen werken met een matrix P, die alleen in
b e e et s (48

haar laatste kolom elemecnten #0 heeft; zij die laatste kolom.?ﬂ. De
bepaling van P

. ) .
0., Vorm van Pm voldoende voorwaarden voor dc aanvulling van P

MR Sl -~ P o v o 12

en O, moet zd zijn dat er matrices Q,,%5,Q, bestaan

1’ " 203
met Q1 Q.

De eerstc twee betrekkingen worden eenvoudiger als men in plaats van Q
de matrix

r 31 q
ar S S [P 9 [ %2\ [Ry O
v - 1 ! - o -

eschouwt. Dan blijkt dat de meergenocemde aanvulling van Pq,Pg, resp.



Cy tot volle matrices zeker morell gk 1s indien geldt:
'y ! ;

. » , ; ; q =
a) det P = det O, b) " is de laatste lolom van “Q .

. . : P Y
benacdzring van A, Laten p('P,,,,,w( ) de kolommen

i

7. Voorlorx
4 . Epe ER o Ay oy 1
van P en A(r&q},..¢3Q<n_q) de rijen van Q) ziyn (zie punt ) &13;&

bepaald door de eis b) in punt o, Ue besalen nu, als b(P de laatste

kolom van Aﬂ' is, een KOlOmV@&tQP;fY 25 dat de componenten van de
vecetor

0 ot o=l v o

(8 ) 2’.’ P A A A, >?¢“ -N bl )

, § ~ . L ; . el .

in absolute waard: g  zijn. Uit de ecigenschan 19 on de vorm van
(8) leidt men af dat de metrix met liolonmen

P N " -] A gl
(2) ﬁqwx J,...jnqp( ),zkgﬁ’ + Aﬁf’

wrf R -
van dz vornm N(Lm%u) 18, waarbi) D=0(N )

i

de geven verder de rijen van A& aan met a(l) (1wv+ﬁ,...,n) en
beschouwen do matrix met rijen
(10 Cl ce eyl M( 1+ »)a
( ) “(1“%*’3)’ ’k'(n-"l)’ ( "?)‘ (h)"
. e o
waarblg {y } tlein 1s. ‘egens de elgenschap 37 ontstaat blj naver-
. - R - :
menigvuldiging van neze matrix met A} een matrix van de vorm
(Ig%wﬂ). w@qkiegeT z z0 dat H@t( ) deL(I AD). Dan is zeker
L= O(max(N™'7% M ).
Het 1s voldoende de stelling te bewijzen voor de matrix die uit
FY 3 ’ 7 - N ¥ '"’W - C)
A ontstaat door voorvermenigvuldiging met (IP*D) . De
. s ‘ 0 C4E
laatste matrix heel't, door onze keuze van 7, lS%}?

determinant 1, zodat voor de nieuwe matrix de relatie
-5
N m = &

uit punt 4 bewaard Llijft. We mogen dus zonder beperking aannemen

dat de matrix opgebouwd uit de kolommen (9) de gedaante NIP heeft en

dat ¢ .| cerste s-1 ltolomme an MA, zij
3(r+ﬂ)""’“(n*i) de eerste s-1 kolommen van QA% z1ijn,

8. Enige relaties. ile voeren de volgende rijvectoren in:

! : laatste rij van A
"o 1aafote PLJ van A
L L

Ma(}‘))»N ]MS/BOL"'

It
#

RYSTA N
i



o { ) o

Verder voeren we in de getallen

= a k= (1

N P Py v H i
We beschouwen nu de mntrix Y=4) P . Venens de keuze van ¥

punt {1£x%%tgﬂ'w&e s-de eenheidsvector, it het feit dat MAM determi-
nant M°A en s-1 prijen Uy ) heeft en uit de decompositie van Qy in

©

i

punt 5 leldt men af dat de matrix VY slechts één element #0 heeft, en
. . 5-1
wel op de plaats (n,r) een element A M e,

- . . . w1 :
Een gevolg van dit laatste is dat de matrix M(A -N YAQ) (zie

het linkerlid van (%), net D=0) ontstaat uit, door de laatste rij
te vervangen door ;¢. Men kan gemakkelijk de determinant van deze

matrix berekenen. Men vindt na enige berekeningen de volpgende relaties:

(1) det(p(q),...,nip“ﬂ){f’> = det M{Ay-N"'VA,) = - FF

Uit deze relatie volgt nog dat k een gehecl getal 1s,

Vervolgens kan men aantonen dat g? een primitleve gehele vector
1s. Dit gaat als volgt. Kies een of andere gehela‘kolomvectorgg; ZO=-
danig dat de matrix Fﬁ met kolommen p(q),...,p<?"q>fﬁ determinant A
heeft. Dan 1s det AﬁF, = ® , Verder is Aq?a een boven-driehoeksmatrix
met in de hoof@dlaganaal elementen N,...,N, @ “3. Dus is NT~' cmgﬁxm
ofwel » gp E\I"'Ms/a cm';;?‘ = NP a8 =1, en ool :;9 D J> cm‘p(j)::O
(J=1,...,0=1). Dus 1is # ?4 een eenheidsvector. Daaruit volgt de be-
wering,

9. Een moeili jkheid. Ve gaan nu beginnen mct de bepaling van de laat-

ste rij van en de laatste ri) van Qu. Wegens de speciale vorm van

"1

P worden de kolommen van A P +A P, megeven door de vectoren 9); we-
b (! 2T PR !
gens punt 7 is dus A PwnNTP. Verder hebben we al opgemerkt dat

de rijen van W(ﬂ}~”“”1; )agégeven worden door Ma 1)79(1) (i=r+1,...,n=1),
} . Dus aan de relaties {&) en (5) is al voldaan (voor de enigszins
veranderde matrix A), met D=E=0, afgezien van de laatste rij van QM

Vlat we nog moeten doen, is de rij },benadernn door een gehele rijvector
q(n)' We mogen echter de eis a) in punt 6 niet veronac htzamen. Deze eils
houdt in dat we in de s-dimensionale ruimte van mogelijke vectoren },

een vector q(n) moeten kiezen in een gegeven rationaal hypervlak, En

wel moet q( ) geheel zijn en een benadering zijn van FaE Helaas liggen
de roosterpunten in het genocemde hypervlak dun gezaaid (ze vormen een

(s~ ?)wdimenanonaai rooster met grote determinant).
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10, Invoering van de matrix U. We gaan A navermenigvuldigen met een
I U

matrix ( OP T , waarbij U ecn nader te bepalcn gehele r x s-matrix

is. Dit heeft ° het effect dat A, wordt vervangen door AS = A +A U.

Dan blijft de relatie ATP’4A PQ_NI gelden als we 1n }?/I slechts de

laatste kolmnaﬁ vervangen doorﬂﬁ 'w'égy”; R, en P, veranderen niet.
o
Verder wordt " vervangen door @™ =o'+ o'U en ;L door

- _ . - -1..8 -
(12) FeMagy ~N s w2 - g U
De berekeningen uit punt 8 blijven doorgaan. In het bijzonder

heeft men
d

(13)  det (p(/‘),..wp(r’”)y;ﬂ*) = det M(A)-N" VA" ) :};f"zk-¢Uy".
Merk op dat,:f "geheel is, Merlk verder op dat k cen geheel pgetal is,

wegens (11), en dat ® en y?“ primitieve gehele vactoren zijn.

11. Het rooster A . Uit het laatste volgt dat we U zo kunnen bepalen
dat }y” = k- ¢ J;g = 0 18, Voor al zulke U doorloopt 3 een zeker
(inhomogeen) (s-1)-dimensionaal rooster A in het hymccvlak‘;gf

stel H, De detcrminant van dit rooster is vriy groot. Zij A het le—

behorende homogene rooster in H.

12. Eind van het bewijs, Door een geschikte toepassing van de stelling

van Minkowskil kunnen wve een punt‘jesﬂ en een punt £ ¢ A vinden, zodanig
dat
A’z(ﬂ—J);.+ M2,

waarbilj 27 Loodrecht op 3 staat
(in 1) en ¢ en <7 van de orde
Mo’ o( at -
- (M 1) zijn

T =M, o In de natrix A, poan we
‘/ﬂ//,.v fn’l .l RPN NI ID . )4 i . .w
e nu de rig a(n vervangen door a "

cn wel zé dat M a*{ )= (1= )M, o) Y

Dit komt ncer op VOOPV@PmEhl?VUlQL~

Ting van AM met een matrix I +L?
Tre ey T

waarbij LE,=0(max(N~ MR )

Dan gaat A, over in A:“en

-1

-1

AMP A ) met s-1 rijen (1) en €én rij (let op

7)’%”:0 en M‘”‘(n)y” =M p ).
My )-N'%q a‘zn)PgA; = (1-9)M a, )+Mﬁ'-N—1("|—J)M a(n)PBAg*
= M (A (M ey - 0T )



_8-

Nemen we de genoemde matrix als Q, en (p(q),..,,p(P—q), )

P,» dan gelden de betreklkingen (%) en (5),met D=L=0 en A LRy vervan-
gen door Agi resp. A:ﬂ Wegens (13) en zed is det P =0 en

det M(Ay-N"TYAZ)=0. Dus is ook det Qy=0. Dus is det P, =det Q,, zodat

voldaan is aan de voorwaarden in punt 6 (het is niet verboden dat de

determinanten in a) gelijk aan O zijn). Daarmee is de stelling bewezen.

als

Bij de toepassing van de bovenstaande stelling gaat het om stel-
sels van homogene lineaire vormen en om zelkere typen van sterlichamen.
Met een afstandsfunctie F(x):F(xq,...gxn) van een begrensd sterlichaam
in Rn bedoelen we een functie ['(x) die voldoet aan de eisen N
I'(x) z 0 en continu

(x)

r O alleen als x=0
F(tx)=1t] F(x) voor alle reéle t;

de punten x € R met F(x) s 1 vormen een begrensd sterlichaam. We be-
schouwen nu cen afstandsfunctie @(x’)=¢(xq,..,,XP) van dit type, in
r variabelen, en evenzo een afstandsfunctie yf(x”)::w(xr+q,...,xn), in

s variabelen., Dan wordt door

{ ¢(X")}P -{W(x“)}s 2
een zeker (niet begrensd) sterlichaam ngvrln Rn gegevén.
Er zijn roosters A die geen punt #o in het inwendige van K=K¢ w heb-
ben. De onderste grens van de determinant d(A), genomen over de roos-
ters N met deze eigenschap, heet de determinant zﬁ(K¢’V,) van Kﬁ,y"
Hiernaast beschouwen we stelsels van lineaire vormen

[ bq(u) = u, ¥ ﬂj,r’—m Uppq Feee Y g Yy
LQ(U) - Yo +2}2jr+1 Y F sza,n Yy
(14) < Lr(u) = u, Fz}rﬂvi] g e Fz?r,n u
I—JP‘{'/](U) = Py
L L (u) = U,

71j @ de matrix der getallen 27iyJ (i=1,...,r; J=r+l,...,n). We in-

teresseren ons voor roosterpunten u waarvoor de vormen Lﬂ(u),...,Lr(u)

klein zijn in absolute waarde. Dan moeten U,

cleser gezegd, interesseren we ons voor de grootheld

C(Z, y,®) = Lim inf B(L (u),...,L.(u)) - y(u")

w(u")—>oo

W ERERII N groot zijn. Pre-

3

We nemen nog de bovenste grens over



Q-

(/15) C(¢: ’*/f) = Sép C(QS,? z/"'ﬁ@)-

De behandelde stelling maakt het mogelijk om een willekeurig
rooster, met basis A, te vervangen door een rooster met basis

NIP NG

A'Y = 0 M—ql , zodanilg dat voor de punten x van dit rooster met
S

v (x") groot en @(x")" w(x")® begrensd, de waarde van @(x') niet veel

verandert. Dit speelt een belangrijke rol bij het bewijs van de vol-

gende betrekking:
-1
(16) S, v) = alky )

Het bewijs van (16) in de gevallen r=1 en s=1 vormt het hoofd-
resultaat in Davenport [13 .
Naast de vormen (14) kunnen we ook beschouwen een stelsel

U_ bt u
M, (u) = U, T8+ T8t 74,n"n
Mg (u) = Us g, 541 Yse1T ot 5 nty
Mgyl = Vs
Mo (u) = u,

en invoeren
o S
Cly s#) = sup Cly, @, 1), C(w.g,H) = lim infy (M, (u),... M (v) ).
H ¢(un),>00 _Qs(uu)l’,
waarbij nu u”=(uS+ ,...,un). Een gevolg van (16) is dat de twee con-

g
stanten C(d,yw), C(y,¥) gelijk zijn.

[1] H. Davenport, On a theorem of Furtwingler, Journal London Math.
Soc. 30, 186-195 (1955).



